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Hypothese

Dans tout ce chapitre, E désigne un R-e.v.
A partir de la section 2, E désigne un espace préhilbertien réel, dont on note (- | -) le produit scalaire et
|| - || la norme euclidienne associée (cf définitions plus loin).

1 Produit scalaire

1.1 Définition

On rappelle la définition de forme bilinéaire (sur le R-e.v. E) :
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Espaces préhilbertiens réels

Définition 39.1 (Forme bilinéaire)

Onditque ¢ : E x E — R est une forme bilinéaire si ¢ est linéaire par rapport a chacune de ses 2 variables :

e Pour tout y, fixé dans E, I'application suivante est linéaire :

E—R
x = 0(x,y0)

e Pour tout x( fixé dans E, I'application suivante est linéaire :

E—R
y = ©(x0,)

Remarque. Pourtouty € E, ona ¢(0g,y) =0 et de méme ¢(x,0r) = 0.

Définition 39.2 |

Soit ¢ une forme bilinéaire sur £. On dit que :
e @estsymétriquesi Vx,y€E  @(x,y) = ¢(y,x)
e @estpositivesi VxeE  @(x,x) >0
e @estdéfiniesi VxeE (p(x,x) =0 = x=0)

On dira que ¢ est définie positive si ¢ est définie et positive.

Définition 39.3 (Produit scalaire)

Soit ¢ : E x E — R. On dit que ¢ est un produit scalaire sur E si :
1. @ estbilinéaire.
2. @ estsymétrique.
3. @ est définie positive, i.e. :
(a) @ estpositive.
(b) @ estdéfinie.

Pour tous x,y € E, le réel ¢(x,y) est appelé le produit scalaire de x et y. La notation ¢ n’a rien d’'universel : on
trouve aussi (x | y), x-y ou encore (x | y).
1.2 Exemples
Exemple 1. Soitn € N*. On pose E = R". Lapplication suivante définit un produit scalaire sur E :

R"xR" =R

n
(X,y) — Z XiYi
i=1

avec (x;)1<i<n €t (i) 1<i<n les coordonnées de x et y dans la base canonique B, de R". Il s’agit du produit scalaire
canonique sur R".
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X1 3l
Remarque. En identifiant R" et M, ;(R) etennotantX = | : | =Matg (x)etY = | : | =Matg,(y),

Xn Yn
alors :

n
(x[y)=Y xyi=Xx"Y
i=1

Exemple 2. Soit E = C°([0,1],R). On pose pour tous f,g € E :
1
()= [ s

Montrer que I'application (- | -} définit un produit scalaire sur E.

Pour tous f,g € E, comme f, g sont continues et a valeurs dans R, alors (f | g) est bien défini et est un réel.

e (astuce) On montre d’abord la symétrie :

1= [ srwa= [ g0 =718
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Exemple 3. Soitn,p € N* et E = M, ,(R). Lapplication suivante définit un produit scalaire sur E :

EXE—R
(A,B) — tr(A"B)

1l s’agit du produit scalaire canonique sur M,, ,(R).

1.3 Espaces préhilbertiens réels, espaces euclidiens

Définition 39.4 |

On dit que (E, @) est un un espace préhilbertien réel si ¢ est un produit scalaire défini sur (le R-e.v.) E.
Si de plus E est de dimension finie, alors (E, @) est appelé un espace euclidien.

Par abus, on omettra souvent de préciser ¢ et on dira juste “E est un espace [...]".

Exemple 4. R" est un espace ................
C°([0,1],R) est un espace...............
M, ,(R) estun espace...................

Propriété 39.5

Soit E un espace préhilbertien réel dont on note (- | -) le produit scalaire. Soit F un s.e.v. de E. Alors
I’application

Y FxF—=R
(,y) = (x| )

est un produit scalaire sur F. Ainsi F' est un espace préhilbertien réel (muni du produit scalaire induit y).

2 Norme

Hypothese

Dans le reste du chapitre, E désigne un espace préhilbertien réel, dont on note (- | -) le produit scalaire et
|| - || la norme euclidienne associée (cf définition ci-dessous).

2.1 Définition

Définition 39.6 |

On appelle norme euclidienne sur E associée au produit scalaire (- | -), 'application

I-1]: E—=Ry

x = [l = v/ (x [ x)
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La notation || - || n’a rien d’officiel, méme si, une fois le produit scalaire défini, on sous-entend souvent que || - ||
est la norme associée a ce produit scalaire s’il n'y a pas ambiguité.

Exemple 5. On munit R” du produit scalaire canonique. Pour tout x € R"

Propriété 39.7

La norme euclidienne || - || vérifie les propriétés suivantes :
1. Homogénéité: VYA eR VxecE  ||Ax||=|A| x|[x]|
2. Séparation: VYx€E |jx||=0 = x=0g
3. Inégalité triangulaire: Vx,y€ E  |jx+y|| <|[x]|+][yl|

De plus, pour tous x,y € E, on a ||x+y|| = ||x|| +||y|| si et seulement si x,y sont positivement liés, cad
JAeR, x=Ay ou y=Ax

Remarque. Si £ est un R-e.v. (pas forcément un espace préhilbertien réel), on appelle norme sur £ toute
application || - || qui vérifie les assertions 1-2-3 ci-dessus (sans le cas d’égalité). Une telle norme n’est pas
nécessairement une norme euclidienne, i.e. il n’existe pas forcément un produit scalaire ¢ sur € tel que || - || =

Démonstration. Soit (- | -) le produit scalaire associé a || - ||. Soitx,y € EetA € R

1.

2.

3. Linégalité triangulaire sera prouvée ultérieurement.

Remarque. La propriété de séparation est en fait une équivalence : pour tout x € E,
[lx]| =0 <= x=0¢

Cela se déduit de 'homogénéité en prenant A = 0.

2.2 Identités des normes euclidiennes

Propriété 39.8 (Identités remarquables)

Soitx,y € E.
o |lx+yIl> =[xl +IyI* +2(x | »)
o |lx—yII* =[xl +IIyll* —2(x | )
o |IxlP =P =(x+ylx—)

1
e (x|y)= > (Il + 3112 =[] 1* = y11?) (identité de polarisation)
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Démonstration. On ne montre que la premiere assertion et la troisieme. Pour la premiere :

Pour la troisieme :

(xtylx=y)=x[x)+@0)+&[=y)+0]-y)
=X+ [y) = ([ )=
= [[x[]> = [IyII?

O

Remarque. Lidentité de polarisation permet notamment d’exprimer le produit scalaire uniquement en fonction
de la norme. En particulier, si une norme || - || est euclidienne, i.e. construite a partir d’'un produit scalaire, alors il
n'y a qu'un produit scalaire possible associé a || - ||.

2.3 Inégalité de Cauchy-Schwarz

Théoréme 39.9 (Inégalité de Cauchy-Schwarz)

Pour tousx,y € E,ona:
|Ge [ )< [lel | Iyl

(Cas d’égalité dans Cauchy-Schwarz: ) il y a égalité ci-dessus si et seulement si (x,y) est une famille liée.

Démonstration.
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Exemple 7. Soitn € N*, (a;)1<i<n €t (b;)1<i<n deux familles de réels. Montrer que

(B0 =(£4) (£7)

2.4 Autres inégalités des normes euclidiennes
Preuve de I'inégalité triangulaire (Propriété 39.7)

Démonstration. Soitx,y € E. Montrons que
2
[+ 112 < ([[xl]+[11])

Par identité remarquable :

De plus, par 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

(e [y) < T[] < < Iyl

(%)

G. Peltier
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Ainsi,
[+ 11> < [l + [yl + 21 el | < 1yl
2
= ([l +1¥11)

On en déduit I'inégalité en passant a la racine carrée, car la norme est positive.

De plus, la preuve ci-dessus montre qu’il y a égalité si et seulement si chaque inégalité dans (x) est une égalité.
On sait que

|G [ )] = [l < T11]

si et seulement si (x,y) est liée. Ensuite, sachant cela, on peut montrer que (x | y) = |(x | y)| si et seulement si
(x,y) est positivement liée, en traitant séparément le cas “x = Og ouy = Og” puis en traitant le reste des cas. O

Propriété 39.10 (Seconde inégalité triangulaire)

Pour tousx,y € E,ona:

\ il = Iyl ‘sllx—yll

2.5 Distances euclidiennes

Définition 39.11 |

On appelle distance euclidienne associée au produit scalaire (- | -), 'application

d: EXE—>R+
(x,) = [[x =]

Propriété 39.12

Soitd : E x E — R, la distance euclidienne associée au produit scalaire (- | -). Alors :
1. Séparation: Vx,y€E d(x,y)=0 <= x=y
2. Symétrie: Vx,y€ E  d(x,y) =d(y,x)
3. Inégalité triangulaire: Vx,y,z€ E  d(x,z) <d(x,y)+d(y,2)

Remarque. Si £ est un R-e.v. (pas forcément un espace préhilbertien réel), on appelle distance sur £ toute
application d : £ x £ — R qui vérifie les assertions 1-2-3 ci-dessus. Une telle distance n’est pas nécessairement
une distance euclidienne, i.e. il n’existe pas forcément un produit scalaire ¢ sur € tel que d(x,y) = |[x—y||.

3 Orthogonalité

3.1 Vecteurs orthogonaux

| Définition 39.13 |

Un vecteur u € E tel que ||u|| = 1 est dit unitaire.
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Exemple 8. Siu # Og, alors ﬁ est unitaire.
u

Définition 39.14 |

Deux vecteurs u,v € E sont dits orthogonaux si (u | v) = 0. On notera alors u_Lv.

Remarque. Siulu,alors (u|u)=0doncu=0g.

Siulv, alors v_Lu:larelation L est symétrique. Elle n’est cependant pas réflexive ou transitive (sauf si E = {Og}).

Exemple 9. Les vecteurs de la base canonique de R” sont unitaires et orthogonaux deux a deux.

Théoréme 39.15 (Théoréme de Pythagore)

Deux vecteurs u,v € E sont orthogonaux si et seulement si

[l +vI* = [[ul* +[v1]>

Démonstration.

O
3.2 Orthogonal d’'une partie d’'un e.v.
Définition 39.16 |
Soit A une partie de E. On appelle orthogonal de A I'ensemble
At :={ucE|VacA (u]a)=0}
A™ est donc I'ensemble des vecteurs u de E qui sont orthogonaux a tous les vecteurs de A.
Propriété 39.17
SoitA € P(E). At estuns.ev. deE.
Démonstration. Soitu,v € A* et o, 8 € R. Montrons que o+ v € AL
O
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A n'est pas obligatoirement un e.v. ! Par contre A* I'est toujours (un peu comme pour Vect(A)).

Exemple 10. SoitA = {(x,0,0) | x € R}. On vérifie sans peine que
A ={(0,y2) | yz€R}

Exemple 11. Dans R, on pose A = {u;,u} avec u; = (1,0,0) etup = (1,1,1). Déterminer A*.

Exemple 12. Ona {0z} =.......... etE- = ...

Remarque. Siu € E, alors on peut définir la forme linéaire ¢, € E* par

¢, E—R

vie (v|u)

Alors, ona {u}" = Ker ¢,. En particulier, si u # O, alors ¢, est une forme linéaire non nulle (car ¢, (u) = | |u||> > 0),
donc
H:={u}* =Kerg,={veE|(v|u)=0}

est un hyperplan de E.

Si H est un hyperplan de E, tout vecteur # non nul tel que {u} L H (ou encore u € H L) est ditnormal a H.

Propriété 39.18

Soit A, B deux parties de E.
1. ACB — Bt cAt
2. At = (VectA)*
3. AcC (Ah)*

Démonstration. Montrons la premiere assertion. On suppose A C B. Soitv € B*, montrons quev e A, cad
que YacA (v|a)=0.Soita €A.Onaen particulier a € B. Comme v € B*,ona (v|a) =0.D’oltv € AL par
arbitraire sur a.

Montrons la deuxieme assertion. Comme A C VectA, en utilisant la premiere assertion, on a déja (Vec'[A)L C At
Montrons I'autre inclusion. Soit donc v € A*. Montrons que v € (VectA)=. Soit u € VectA : il suffit de montrer
que (v | u) =0. Comme u € VectA, il existe n € N*, ay,--- ,a, €Aet Ay, , A, € Rtels que
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Ainsi, par bilinéarité

-

Il
—

/li(v ‘ ai)

(v|u)= (v ik,u,-) =

Or,ve A, donc (v|a;)=...=(v|a,) =0.Dot1 (v| u) = 0. Finalement, v € (VectA)". O

1

4 Familles de vecteurs et orthogonalité

4.1 Familles orthogonales et orthonormées

| Définition 39.19 |
Soit une famille (uy,--- ,u,) de vecteurs de E.
e On dit que la famille (u,--- ,u,) est orthogonale si les vecteurs uy,- - - , u, sont orthogonaux deux a
deux.
e On dit que la famille (uy,- - - ,u,) est orthonormée si elle est orthogonale et si les vecteurs u;, - - ,u,
sont tous unitaires.

On trouve parfois le terme “orthonormale” au lieu de “orthonormée”.

Exemple 13. Si (uy,---,u,) est une famille orthogonale de vecteurs non nuls alors

(o)
128 A

est une famille orthonormée.

Propriété 39.20

Toute famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre.
En particulier, toute famille orthonormée est libre.

Propriété 39.21 (Pythagore généralisé)

Soit (up,- - - ,u,) une famille orthogonale de E. Alors

2
5 2
=Y [l
i=1

n
Y ui
i=1

Exemple 14. La diagonale d’'un hypercube de coté 1 de R" a pour longueur /7.

4.2 Bases orthonormées

Définition 39.22 |

On appelle base orthonormée toute famille de vecteurs de E qui est une base et qui est orthonormée.
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Si E est de dimension infinie, alors une base orthonormée contiendra une infinité d’éléments. Mais dans cette
section, on se restreindra a des espaces de dimension finie (qu’on notera n).

SiB= (e, -,e,)estune base de E et six € E, on notera x; la coordonnée selon le vecteur ¢;. Autrement dit, on
n XI
aurax = Z x;e;. Enfin, onnoteraX = | ! | = Matg(x)
i=1 X,
Propriété 39.23
n n
Soit B = (e, - ,e,) une base orthonormée de E. Soit x = Zx,-ei ety = Z yjej deux vecteurs de E.

i=1 j=1
n
1. Onax; = (x| ¢;). Autrement dit x = Z(x | ei)e;.
i=1
2.

x|y leyl_ ’XHZ ZX _XTX
i=1

Autrement dit, les bases orthonormées permettent de calculer un produit scalaire, ou une norme comme on le
fait dans R", les scalaires (x | ¢;) jouant le role des coordonnées selon la base canonique de R".

Démonstration. Avec les notations de la propriété,

Les autres assertions se démontrent de maniére similaire. O

Propriété 39.24

Tout espace euclidien posséde au moins une base orthonormée.

Démonstration. Seravue a la fin du chapitre. O
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5 Projection orthogonale sur un s.e.v. de dimension finie

5.1 Supplémentaire orthogonal

| Lemme 39.25 |

Soit F un s.e.v. de dimension finie de E. Soit (ey,--- ,e,) une base orthonormée de F. Alors pour tout
x € E, le vecteur

(x| eei

yi=

on

1

VériﬁeyeFetx—yeFL.

On verra plus tard que le vecteur y est appelé le projeté orthogonal de x sur F parallelement a F L

Démonstration. Commeey,--- e, € F, par construction onay € F. De plus, pour tout j € [1, p],

)

—(xle) = Y (x]e) @i e)

(x_)"ej) x‘ej (y|e]

p
x‘ej nyelez

i=1

=6; ;
=(xlej)—(x]ej)
=0
Ainsi, par bilinéarité, x —y est orthogonal a toute combinaison linéaire de ey, - - - , ¢, donc a tout vecteur de F.
Dottx—y€ F . O

Propriété 39.26

Soit F un s.e.v. de E. On suppose F de dimension finie. Alors F et F* sont supplémentaires. Le s.e.v. F-
est appelé le supplémentaire orthogonal de F'.

Démonstration. Soit (ey,--- ,e,) une base orthonormée de F. Montrons que E = F @ F L

e Montrons que FNF = {0g}. Soitu € FN F*.Comme u € F*, u est orthogonal a tout vecteur de F y
compris u lui-méme. Ainsi
2
0= (u| )= ||ull

On en déduit que u = 0. D’ott FNF+ = {0g}.

p
e Montrons que E = F 4+ F*. Soitx € E. On pose y = Z(x | e;)e;. Alors par le lemme précédent, on a
i=1

xX=y +x—y
< =
€F cFt
D’ot, par arbitraire surx,ona E = F + Ft. O

Remarque. Lorsque F est de dimension infinie, ce résultat peut tomber en défaut, cf TD.
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Propriété 39.27

Soit F un s.e.v. d'un espace euclidien £. On a :
o dimF +dimF* =dimE

Démonstration. La premiére assertion découle du fait que E = F ¢ F*.
La seconde découle du fait que F C (F l)L et que, par la premiére assertion appliquée a F eta F*, ona:

dimF 4 dimF* = dimE
dimF* +dim(F)* = dimE
D’oil F et (F*)* ont la méme dimension, ce qui conclut. O

Exemple 15. On suppose que E est euclidien. Soit D une droite vectorielle de E. Montrer que D est un hyperplan
de E.

5.2 Projection orthogonale

Définition 39.28 |

Soit F' un s.e.v. de E. On suppose F' de dimension finie. On appelle projecteur orthogonal sur F le
projecteur sur F parallelement a F.

Le vecteur y € F qui est]'image d’'un vecteur x € E par cette projection est appelé le projeté orthogonal
dexsur F.

Notation. On notera pr ce projecteur dans la suite.

Propriété 39.29

Soit (eq,-- - ,e,) une base orthonormée d'un s.e.v. F de E Pour toutx € E, ona:

P

Zx|e,

i=1

(x| ¢;)e;. Comme x = y + (x — y), il suffit de montrer quey € F et que x —y € F-

M*e

Démonstration. Soity =
i=1
pour conclure que y = pr(x). Le Lemme 39.25 permet de conclure. O

Exemple 16 (Projection sur une droite vectorielle). Soitu € E non nul et D = Vect(u).

e Siu est unitaire, la famille () est une base orthonormée de D, si bien que

VxeE  pp(x)=(x|u)u
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e Siun’est pas unitaire, la famille ............. est une base orthonormée de D, si bien que

VXEE  pp(X) = oo,

OnavuenTD quesi F et G sont supplémentaires, alors pr, /G + pg//r = idE.

Exemple 17 (Projection sur un hyperplan). On suppose que E est euclidien. Soit u € E non nul, D = Vect(u) et
H 'hyperplan D*. Comme py + pp = idg :

e Siu est unitaire,ona:

VXxEE  pa(X) = i

e Siun’est pas unitaire, on a:
VXEE  pu(X) = .,

Dit autrement, si H est un hyperplan de E (euclidien) et si # est un vecteur normal a H, alors les formules
ci-dessus sont valides.

5.3 Distance a un s.e.v. de dimension finie

Définition 39.30 |

Soit A une partie non vide de E et x € E. On appelle distance de x a A la quantité

d(x,A) := ;Ielgd(xay) = ;2}; ‘ ’x _yH

Cette quantité est bien définie car I'ensemble {||x —y|| | y € A} est une partie non vide (car A # @) de R et
minorée par 0.

Propriété 39.31

Soit F un s.e.v. de E. On suppose F de dimension finie. Alors il existe un unique y € F tel que d(x,F) =
d(x,y), asavoiry = pr(x). Onadonc:

o d(x,F) =[x = pr(x)|l
o WEF d(x,F)=|x—yl| & y=pr(x)

Exemple 18 (Distance a un hyperplan). On suppose que E est euclidien. Soit u € E non nul, D = Vect(u) et H
'hyperplan D*. Alors
d(x,H) = |lx = pa(x)|| = |[pp(x)]]|
Ainsi :
e Siu est unitaire, on a
VXEE  d(X,H) = oo

e Siu n’est pas unitaire, on a

VXEE  d(X,H) = oo

Dit autrement, si H est un hyperplan de E (euclidien) et si u est un vecteur normal a H, alors les formules
ci-dessus sont valides.

G. Peltier 15/18



Espaces préhilbertiens réels

6 Algorithme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt

Théoréme 39.32 (Orthonormalisation de Gram-Schmidt)

Soit F = (uy,- - ,u,) une famille libre de E. Alors il existe une unique famille orthonormée (ey,--- ,e,) de
E telle que
Vpe[l,n]  Vect(er,---,ep) =Vect(uy,---,up) et (e,|uy) >0 (*)
En construisant la famille (e, ,e,), on dit qu'on a “orthonormalisé” la famille libre (uy,-- - ,uy,).
On ne montrera que I'existence. La preuve est basée sur une construction explicite des vecteurs ey, - - - , e, et se

base sur la méthode ci-dessous. Il faut savoir I'appliquer a des cas particuliers.

Méthode (Algorithme de Gram-Schmidt)

Soit (uy,- -+ ,u,) une famille libre de E. On construit la famille orthonormée (e, - - - ,e,) qui vérifie (x) de
maniere récursive.
uj . o Am2
1. Pour eq, on posee; = W Le vecteur e; est bien unitaire et (x) est vérifiée avec p = 1.
uj
2. Soit un entier k > 2. On suppose avoir construit (ej,--- ,e;_1) vérifiant () pour tout p € [1,k— 1].
On construit e¢; de la maniere suivante.
(a) On calcule le projeté orthogonal de u; sur F := Vect(ey, - ,ex_1), qu'on notera IT,. Comme
(e1,--- ,ex—1) est une base orthonormée de F,ona:
k—1

I .= Z(uk | ei)e;

i=1

(b) On construit un vecteur & qui est dans F L donc orthogonal a tous les vecteurs ey, - - - ,ex_1 en
posant
& = u — I

(c) Le vecteur g est non nul %, on peut donc le normaliser en posant :

&
ek ‘= T
|l&x|
On répete I'étape 2 jusqu'a k = n. On construit ainsi une famille orthonormée (ey,- - - ,e,), qui vérifiera (x).
a. Si g = 0, on aurait u; = IT; € F, donc u; serait dans Vect(ey,---,e;_1) = Vect(uy,--- ,ux_1), ce qui est absurde car
(u1,--- ,ug) estlibre.
Par construction, (ej,--- ,e,) est bien une famille orthonormée. Justifions que () est vérifiée. On a tout d’abord
pour toutk € [[1,n]
1
(ex | ) = (ex | & +1Th) = (ex | &) +0 = Tl (& | &) = [l&cl| > 0
Enfin, étantdonné 1 <k < p <n,ona
Uy = IT, + & EVect(el,--- ,ek) CVect(e1,~-- ,ep)
N—— N——

€Vect(ey,,ex—1) EVect(eg)
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Ce qui permet de montrer que {u;,---,u,} C Vect(ey,--- ,e,). On en déduit
Vect(ui,---,u,) C Vect(ey,--- ,ep)

Or, comme les deux familles (u1,--- ,u,) et (e1,---,e,) sont libres, les deux “Vect” ci-dessus sont de méme
dimension p. On en déduit qu’ils sont égaux.

Exemple 19. On se place sur E = C([0,27],R) muni du produit scalaire

(ley= [ g

Appliquer 'algorithme de Gram-Schmidt sur la famille (f,g,h) avec f : x+—> 1, g : x+> cosxeth:x+— cos’ x.
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Propriété 39.33

Tout espace euclidien posséde des bases orthonormées.

Démonstration. Soit E un espace euclidien et n = dim E. Il suffit de se donner une base de cet espace (qui existe
puisque tout e.v. admet des bases) et de I'orthonormaliser. On aura une famille (e, - - - ,e,) orthonormée, donc
libre, qui a le méme cardinal que la dimension de E. Donc c’est une base orthonormée. O
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